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EJERCICIOS DE LOGICA (4 puntos)
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[1.506p] Ejercicio 1. En la gufa docente de la asignatura Matemiticas I (M1) se encuentran establecidas las condiciones

generales de evaluacién para la convocatoria de enero del curso 2021/22. Carlos, un estudiante “avezado” de la parte de Légica,

las interpreta asi:

C;: Carlos aprueba M1 en enero sélo si supera la Teorfa, las Précticas, y tiene como minimo un 5 en la nota final de la
asignatura.

C,: Para que Carlos supere la Teorfa es necesario que obtenga como minimo un 4 en el examen final, pero no es
necesario que haga todos los cuestionarios de clase.

C;: Carlos no supera las Précticas a menos que consiga como minimo un 4 en los mapas de PLMan aunque no asista
a todas las sesiones sincronas.

C,: No es suficiente que Carlos haya hecho todos los cuestionarios de clase para sacar como minimo un 4 en el
examen final de Teorfa.

C,: O Carlos no ha asistido a todas las sesiones sincronas o no ha obtenido como minimo un 4 en los mapas de
PLMan.

Formaliza las sentencias C,, C,, C;, C,y C, empleando el marco conceptual MC:

MC={

a: “Carlos aprueba M1 en enero”;

¢: “Carlos hace todos los cuestionarios de clase”;

mé4t: “Carlos obtiene un minimo de 4 en el examen final de Teorfa”;
m4p: “Carlos consigue un minimo de 4 en los mapas de PLMan”;
m5: “Carlos obtiene un minimo de 5 en la nota final de la asignatura™;
p: “Carlos supera las pricticas”; t: “Carlos supera la teorfa”;

s: “Carlos asiste a todas las sesiones sincronas.” }

SOLUCION

Fbf-C1: a—>t A p A mb
Fbf-C2: (t > m4t) A ~(t — c)
Fbf-C3: p > mdp A —s
Fbf-C4: =(c — m4t)

Fbf-C5: s v "m4p



[1.506p] Ejercicio 2.
2.1. (0.25p) La conclusién de un argumento es
Q: AV —~(BA-B)

¢Podemos afirmar que el argumento es correcto? Justifica tu respuesta.

2.2.(1.25p) Demuestra la validez del siguiente argumento por deduccién natural:
P ﬁ(ﬁB N A)
b C—D
P:AVC Q: BVvD

SOLUCION

2.1. El argumento seria correcto independientemente de las premisas, pues la conclusion es una
tautologia, ya que por equivalencias:

Av-(BA B)=Av("BvB)=AvV=V
Por tanto, el argumento seria correcto porque no se podria dar ninguna interpretacion en la que
las premisas fueran verdaderas y la conclusion falsa.

22 -1 =("B AA)

-2 C—-D

-3 AvC Q:BvD
4 ~(BvD) Supuesto
5 -BA-D DMA, 4
6 B EC,5

7 "Bv oA DMy, 1
8 Bv-A EN, 7

9 -A SD, 6,8
10 C SD, 3,9
1 D MP, 2, 10
12 -D EC, 5
13 DA D IC, 11,12
14 -~(BvD) Abs, 4-13
15 BvD EN, 14

Por la estrategia de Reduccién al Absurdo, queda demostrada la validez del argumento

4 A Supuesto
5 Bv-A DMy, 1
6 Bv-A EN, 7
7 B SD, 4,6
8 BvD D, 7
9 C Supuesto
10 D MP, 2, 9
1 BvD ID, 10
12 BvD Cas, 3, 4-8, 9-11

Por la estrategia de Prueba por Casos, también queda demostrada la validez del argumento



[1.00p] Ejercicio 3.

3.1. (8.56p) Estudiala validez del siguiente argumento por el método de la Tabla de Verdad. Explica el resultado.
P :A— BA-C
P,: B~ AVvC
Q: ~AN-C

3.2. (8.50p) Demuestra la validez del siguiente argumento por el método del Contraejemplo. Explica los pasos que realices y

el resultado.
PlzﬁB—>ﬁA
Pz:C—)A/\_lD
P32E*>D
P4ZC
Q:BV-FE
SOLUCION
3.1.
A|lB[(C|-A|-C B A AvC QA A P1:A—-B A P2:.B—~AvC Q: A A
-1C =C =C -1C
VIV|F|F| F v F F v F
VIF| F \/ V \/ F V \/ F
FIVIF|F| F v F F F F
FIF|F|Vv]| F Vv F F F F
VIV]V F F \Y% F \Y \Y F
VIF| V \/ V F \Y V F V
FIVIV|F| F v F Vv F F
FIF| V \/ F F \Y V \/ V

A la vista de la tabla obtenida, se observa que existen 2 interpretaciones (filas 2 y 5) en las que
las premisas son verdaderas y la conclusién falsa, aunque en la fila 8 se da una interpretacion en
que las premisas son ciertas y la conclusién también.

Fila 2, {A=V, B=V, C=F} y Fila 5 {A=F, B=V, C=V}

Por tanto, el argumento NO es correcto, porque al menos existe una interpretacion de las
variables A, B y C para las que las premisas son verdaderas pero la conclusion no.




3.2.

A|B|C|D|E| P1:"B—-"A P2:C—->A A D P3:E—-D |P4:C| Q:Bv-E

V \Y Vv \ F

El método del contraejemplo parte de premisas verdaderas y conclusion falsa.

Si empleando este supuesto llegamos a una contradiccion, esta situacién no se podra dar,
con lo que el argumento sera correcto.

Si por el contrario, llegamos a una interpretacion que permite este resultado, esa
interpretacion sera un contraejemplo del argumento y por consiguiente éste no sera correcto.

B=F, E=V

Para que la conclusion sea F, B=F, E=V

F \Y c=Vv

Para que P3=V, obligatoriamente C=V

V Como B=F,
“B=V entonces
—A=V, A=F

Para que P1=V, como B=F, A=F

F Como C=V, A=F
entonces
independientemente
del valor de D, P2=F
CONTRADICCION

De esta forma, partiendo de premisas verdaderas y conclusion falsa, se ha llegado a una
contradiccioén, por lo que el argumento es correcto.
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. EJERCICIOS DE ALGEBRA (6 puntos) "

[1.50p] Ejercicio 4.

4.1. (0.50p) Supén que M1 es la matriz ampliada del sistema Az = b. Para resolver el sistema, aplicamos Gauss sobre Mi.

Al observar la matriz escalonada, deducimos que el sistema es incompatible. ;Qué hemos debido ver para saberlo?

4.2. (0.50p) M es otra matriz ampliada que hemos escalonado por Gauss. Sabiendo que el sistema original de My s

compatible. §Qué sabemos sobre los valores @1, a2y as?

1 0 0 2 -5
1 — 2

M, — 0 0 3
0 0 2 ai as
000 0 as

4.3. (0.50p) Elige 3 valores reales para @1, a2y a3 y calcula la solucidn al sistema que representa M.

SOLUCION

4.1. Un sistema Ax = b es incompatible sélo si su matriz ampliada es equivalente por filas a una
matriz en forma escalonada o escalonada reducida por filas en la cual hay, al menos, una fila en
la que los primeros n elementos son cero y el elemento n + 1, es 1 (o cualquier valor distinto de
cero).

4.2. Para que el SEL asociado a la matriz ampliada [A | b] sea compatible, el parametro a; debe
ser igual de cero. Los parametros a, y a, pueden ser cualquier valor real.

4.3. Por ejemplo, a;=a,=a;=0

Asi,
100 2 -5
1 - 2
M, — 0 0 3
0 0 2 O 0
0 0 0 O 0

Se consigue que M2 sea escalonada reducida aplicando Fz«—('2)F;

100 2 =5

010 -3 2
M, =

0 01 O 0

0 00 O 0

De esta forma, se trata de un sistema compatible indeterminado con 1 parametro, x,,
correspondiente a la columna que no tiene 1 principal.

Asi, el sistema correspondiente a M, equivalente al original quedaria:



Xq+ 2%, =-5 => X, =-2%4-5

Xo- 3X4 =2 => X, = 3%+ 2

X3 =0

El vector solucién tendria la estructura:

(X145 Xy X3, X4) = (2%, -5, 3x4+2, 0, Xx4)=
=x,(-2,3, 0,1)+(-5,2,0,0)

[1.58p] Ejercicio 5.
5.1. (8.50p) Explica qué es una matriz elemental E y escribe 3 ejemplos Ei; 1 =1,2,3 de tamafio 3x3, obtenidas

mediante distintas operaciones por filas. Explica cémo las obtienes.

5.2. (0.508p) Parala matriz A calcula los productos M; = E;A, i =1,2,3 siendo Ei matrices 3x3 obtenidas a partir de

estas operaciones por filas:

a b c Ei: Fys« F3+ (—4)F,
A= |d e f Es: Fy < Fj
g h 1 E;s: F3 + 5F3

Indica el valor de cada Ei.
5.3.(09.50p) Dada
= {8 6]
5 4

determina si es invertible y, si es el caso, escribe A~ como producto de matrices elementales.

SOLUCION

5.1. Una matriz elemental es una matriz E (nxn) obtenida a partir de efectuar una operacion
elemental sobre una fila en la matriz identidad |,

Por ejemplo, para I;:

1 0
Ei=1(0 0 1
0 10 por aplicacion de la operacién elemental Ei : F> <> F3 al,
[2 0 0
Ey,=10 1 0
0 0 1 por aplicacion de la operacion elemental Ez : Fi < 2F1 al,



E;=1{0 1

[0 0 1] poraplicacion de la operacion elemental Es: Fi < Fi —2F; al,

5.2.
- 1 0
E, = 10
|—4 0 1] poraplicacion de la operacion elemental E: : Fs < Fs+ (—4)Fi a |,
10 0
E, = 0 1
0 1 0 por aplicacion de la operacién elemental E: : F> <> F3 al,
-1 01
E3 = 1 0
0 0 5] por aplicacién de la operacién elemental Es : F3 < 5F3 al,
Asi,
[1 0 O0]fJa b ¢ a b c
M1 = ElA = 0 1 0 d e f = d e f
-4 0 1]|g h 1 g—4a h—4b i—4c
[1 0 0] [a b a b c
My=FEA=10 0 1 e g h 1t
0 1 0f[g h 1] d e f

1 0 0][a b c] [a b ¢
Mg = EgA =10 1 O d e f = d e f
0 0 5/|lg B i] |59 5h 5i

5.3. Para comprobar si A es invertible se calcula la reducida de la matriz ampliada [A | 1] y si se
obtiene [B | C] tal que B = I, entonces C sera A™".

En el proceso, se guardan las operaciones elementales por fila ap licadas a la matriz [A 1] en
matrices elementales E;

My — A I]::{s 6 1 0]

5 4 0 1

1 3/4 1/8 0

- | |
5 4 0 1] aplicando a M, la operacion elemental F1 < 1/8F}



v 13/ 18 0]
5 =
0 1/4 —5/8 1] aplicando a M, la operacion elemental F2 < F» + (=5)Fy
1 3/4 1/8 0]
My =
0 1 -5/2 4] aplicando a M; la operacién elemental F> < 4F3
1 0 2 —3:|
M; =
0 1 —5/2 4| gplicando a M, la operacion elemental F1  Fi + (—=3/4)F;

De esta forma, para escribir A" como producto de matrices elementales:

[1/8 01
F =
L0 1 por aplicacion de la operacion elemental F1 < 1/8F1 a1,
1 0
B — ]
-9 1 por aplicacion de la operacion elemental F2 < F» + (=5)F1 g1,
1 0
By — ]
0 4 por aplicacion de la operacion elemental F2 < 4F> al,
1 —3/4}
E, =
0 1 por aplicacion de la operacion elemental F1 < F1 + (=3/4)F> a1,

Y entonces, se escribe A™' como producto de matrices elementales de la siguiente forma:

A'=E, - E;-E,-E;



[1.50p] Ejercicio 6.

6.1. (0.50p) Dado
S ={(a,b,a—b)/a,b} € R®
Demuestra que S es un subespacio vectorial de R3. Obtén una base (compruébalo) y su dimension.

6.2. (1.00p) Sea

-3 1
A=13 =2
-1 1

Obtén la base y dimension de los subespacios Fila, Columna y Nulo de A.

SOLUCION

6.1.

3

e Para que S sea subespacio vectorial de R ', debe cumplir las siguientes propiedades:

o Elvector nulo pertenecea S,0 € §

O au €S, VueS a€ER

o u+veSsS Vuves
a) (0,0,0) € Syaquesia=b =0, (0,0,0 — 0) € S, luego el vector nulo pertenece a S
b) Sea u = (a,b,a — b) € S, hay que demostrar que au € S

ou=o(a, b,a — b) = (aa, ab, a(a — b)) = (aa, ab, aa — ab) € S
Por tanto, queda demostrado tomando a = aa, b = ab.

c) Seau = (al, b1’ a, — b) v= (az, bz, a, = bz) € S, hay que demostrarqueu + v € S

1

u+v= (a1’b1' al—bl) + (az, bz’ az_bz) =
= (a,ta,b +b,(@ —b)+(a,-b)) =

= (a1+a2,b1 +b2, (a1+a2) - (b1+b2)) €S

Por tanto, queda demostrado tomando a = a, + a,, b = b1 + b2



3
Por tanto, S es subespacio vectorial de R .

e Para obtener una base de S, los vectores de S tienen la estructura (a, b, a — b), es decir,
a(1,0,1) + b(0,1,— 1)
Asi, hay que demostrar que los vectores (1,0,1) v (0,1, — 1) forman una base de S.
Para ello hay que ver que son Linealmente Independientes y ademas son sistema generador.

Son Linealmente Independientes porque ninguno se puede poner como combinacion lineal del
otro.

Para ver si son sistema generador hay que comprobar que cualquier vector se puede poner
como combinacion lineal de ambos. Se cumple por definicion.

Por tanto, Env(S) = {(1,0,1), (0,1,— 1)} = {(a,b,a — b) /a,b € R}
e La dimension del subespacio es 2, pues la base esta formada por 2 vectores.
6.2.
e Espacio Fila
Las filas de A consideradas como 3 vectores de R? generan un subespacio de R? llamado Subespacio
fila de A (Fil A).

Una base de Fil A esta formada por las filas de A que en la reducida tiene 1’s principales.

Por tanto, hay que obtener la reducida de A:

-3 1
A=13 =2
-1 1 aplicando F1 < (—1/3)F
1 —1/3
Al=1|3 =2 F, «+ Fy,+ (—3)F;
-1 1 aplicando F3 < F3 + Fy
1 —1/3]
A2 =10 1
[0 2/3 ] aplicando F3 < F3 + (—2/3)F;
1 —1/3]
A3 = |0 1
i 0 ] aplicando F1 < F1+1/3F

A4 = = rref(A)

[ e R
(=l =)



Por tanto, las filas que tienen un 1 principal en la reducida de A son las filas 1y 2.
Asi, FilA = Env{(-3,1),(3,-2)} y DimFil A = 2

e Espacio Columna
Las columnas de A consideradas como 2 vectores de R® generan un subespacio de R® llamado
Subespacio columna de A (Col A).

Una base de Col A esta formada por las columnas de A que en la reducida tiene 1’s principales.

Del resultado de rref(A) obtenido anteriormente, se deduce que las columnas que tienen un 1 principal
en la reducida de A son las columnas 1y 2.

ASI', Col A = En'v{(_g’ 37_1)7(17_271)} Yy DimColA = 2

e Espacio Nulo
El subespacio Nulo de A coincide con el conjunto de las soluciones del sistema homogéneo Ax=0.
Del resultado de rref(A) obtenido anteriormente, x,=0 y x,=0 (el sistema unicamente tiene la solucién

trivial).
Asi, Nul A = Env{(0,0)} y DimNulA =1




[1.50p] Ejercicio 7. Sea

2 p =2
A=1]-1 2 -2
-2 q -1

7.1. (8.25p) Determina los valores de Py ¢ para los que A es simétrica.
7.2.(0.50p) Conlos Py ¢ calculados, comprueba que A tiene 2 valores propios y calcula sus multiplicidades algebraicas.

7.3.(8.75p) Para cada valor propio, obtén un vector propio asociado y comprueba el resultado.

SOLUCION

7.1. Para que A sea simétrica, p = -1y q = -2,y asi:

2 -1 =2
A=|[-1 2 =2
-2 -2 -1

7.2. Para calcular los valores propios de A, primero hay que obtener el polinomio caracteristico:

W) = | A - AT |
2—X -1 —2

auN =] -1 2-x -2 |=
—2 -2 —1-2A

(2-1) (2-1) (-1-1) -4-4-4(2-1)-4(2-1)-(-1-1) =
(2-1) (2-1) (-1-1) -8 -8 +4A -8 +4A +1 +A =
(2-1) (2-2) (-1-1) -23 + 9A =
(4
(

-4A+2%) (-1-1) -23 + 94 =
-4+3)3%-2%) -23 +91 = -A*+3A%+9A-27

Aplicando la regla de Ruffini al polinomio resultante se obtienen sus raices, que se corresponden
con los valores propios de A:
| -1 3 9 -27

Por tanto, una raiz del polinomio es 3 y queda como resto -A%+9
Resolviendo -A?+9 = 0 => A2 = 9 => A = +3

Asi qa(A) = | A = AT | = -A3+322491-27 = (3-1)%(3+1)
Por tanto, los valores propios son:

e A, = =3, con multiplicidad algebraica1 (ma(-3)=1)

e A, = 3 ,conmultiplicidad algebraica2 (ma( 3)=2)



Se verifican las propiedades de traza y determinante de A, pues
e tr(A) = 2+2-2 = 3,ylasumade los valores propios es 3+3-3 = 3
e det(A) = -27,y el producto de los valores propios es 3-3-(-3) = -27

7.3.

e Parad,; = =3 | seresuelve el sistema homogéneo[ A - AL ]x = ©
Asi,[ A - -3T ] = [ A+ 3I ]
Por tanto, se resuelve el sistema [ A + 3I ]x = ©

[ 5-1-21[x] [eo]
[A+3I ]x=0=[-1 5-2][x]1=1]8]
[ -2-2 2] [x] [eo]

Para resolver el sistema se obtiene la reducida de A+3I por Gauss-Jordan:

[ 5-1-2] F1=F2 [ -1 5 -2 ] F1=(-1)F1 [ 1 -5 2]
[ -1 5 -2 ] [ 5-1-2] [ 5-1-21] F2=F2-5F1
[ -2 -2 2] [ -2 -2 2] [ -2 -2 2 ] F3=F3+2F1
[ 1 -5 2 ] [ 1 -5 2 ] [ 1 -5 2 ]
[ @ 24 -12 ] F2=(1/24)F2 [ @ 1 -1/2 ] [0 1 -1/2 ]
[ o -12 6 ] [ 6 12 6 ] F3=F3-12F2 [ o0 © 0 1
F1=F14+5F2 [ 1 © -1/2 ]
[0 1 -1/2 ] — 2 unos principales, 1 parametro (x;) -
[ 0 o 0 1

Por tanto, la solucion del sistema viene dada por las ecuaciones:
X; =1/2x; = 0 => xX; = 1/2x;
X2 _1/2X3 = 0 => X2 = 1/2X3

De esta forma, los vectores solucién del sistema tienen la forma:
(1/2x;3 , 1/2x; , x3) = x3(1/2 , 1/2 , 1)
Asi, el subespacio propio asociadoa A, = -3 es:
E.(A,) = Env{(1/2, 1/2, 1)}

Un vector propio asociadoa A= -3 seria u = (1, 1, 2)

1l
1
w



[-2-2-11[2] [-61]

[
Acu=(-3) |
[

N ma =
Il
1 1 1
N w w

Por tanto, queda comprobado el resultado.

e Paral, = 3 ,seresuelve el sistema homogéneo[ A - AI ]x = 0
Asi, [ A-3I ] =] A - 3I ]
Por tanto, se resuelve el sistema [ A - 3I ]x = 0

[-1-1-2]1[x] [6e8]
[A-3I]x=0=[-1-1-2][x,]1=1680]
[ -2-2-4][xs] [6@o]

Para resolver el sistema se obtiene la reducida de A-3I por Gauss-Jordan:

[ -1-1-21 Fi1=(-1)F1 [ 1 1 2] [1 1 2]
[ -1 -1 -2 ] [ -1 -1 -2 ] F2=F2-F1 [ @0 o 8 ]
[ -2 -2 -4 ] [ -2 -2 -4] F3=F3+2F1 [0 0 0 ]

— 1 uno principal, 2 parametros (Xx,,X;) -

Por tanto, la solucién del sistema viene dada por la ecuacion:
X; + Xo ¥ 2X;3 = 0 => X; = =X, - 2X;

De esta forma, los vectores solucién del sistema tienen la forma
(=X, = 2X3, X, , X3 ) = X,(-1,1,0) + x3(-2,0,1)
Asi, el subespacio propio asociadoa A, = 3 es:
E,(A,) = Env{(-1,1,0),(-2,0,1)}

Un vector propio asociado a A ,=3 seria v= (1,1,-1) = 1(-1,1,0)+(-1)(-2,0,1)

Para comprobarlo, hay que ver si se cumple que A:v = A -V

[ 2-1-2]1[ 1] [ 31
A-u=1[-12-2111 1]1=1 3]
[ 2-2-1][-1]1 [ -3]

[ 11 [ 3]

A cu= 3-[ 11=1 31

[ 1] [ -31]

Por tanto, queda comprobado el resultado.



