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1 EJERCICIOS DE LOGICA (4 puntos) '

[1.50p] Ejercicio 1. Laformacién tardfa en légica matemdtica afecta al desarrollo de las habilidades matemiticas y a las

relaciones en sociedad de tal forma que todo el que no tenga conocimientos 16gicos no tiene ninguna posibilidad de superar

cualquier conflicto.
Con esto... ;Cémo estds de 16gica? Resuelve los siguientes retos y valora tu nivel.
® P,: Tuldgica estd a tope o a medio gas.

® P,: Tu ldgica estd a tope sélo si no cometes errores en los ejercicios légicos, eres colega de PIMan y resuelves sus

mapas.
e  P.: Essuficiente que seas colega de PIMan para que cometas errores en los ejercicios légicos.

e P, Por otro lado, no resolverds los mapas de PIMan a menos que seas su colega, pero si no cometes errores en los

ejercicios légicos o no eres su colega o no resuelves los mapas, tu 16gica estard a medio gas.
e P.: A menos que tu légica no esté a tope, no estard a medio gas.
Formaliza las sentencias Py, P,, P;, P, y Ps empleando el marco conceptual MC:
MC={ to: “tuldgica estd a tope”;
mg: “tu l6gica estd a medio gas”;
erj: “cometes errores en los ejercicios 16gicos”;
col: “eres colega de Plman™;

rm: “resuelves mapas” }

SOLUCION

Fbf-P1: to v mg

Fbf-P2: to — —erj A col A rm

Fbf-P3: col — erj

Fbf-P4: (rm — col) A (—erj v ~col v -rm — mg)
Fbf-P5: mg — —to



[1.50p] Ejercicio 2.
2.1. (8.25p) Explica por qué un argumento que considere las siguientes premisas y cualquier férmula légica como conclusién,

por ejemplo, D, siempre es un argumento correcto.

P:AV-B; P,: " ANB; P;: C—-C — Q:D

2.2.(1.25p) Demuestra la validez del siguiente argumento por deduccién natural:
P1 :-A— B
P,:B—-CANDA-E
P;:-DVF
P,: -F Q: A

SOLUCION

2.1. El argumento seria correcto para esa conclusion y para cualquier otra, dado que hay una
contradiccion en las premisas P1 y P2. Asi, las premisas siempre son falsas.
Por tanto, el argumento seria correcto para cualquier conclusién, porque no se podria dar

ninguna interpretacion en la que las premisas fueran verdaderas y la conclusion falsa.

22 -1 "A-B
-2 B-CADA-E

-3 .DvF

-4 -F QA

5 -A Supuesto
6 B MP, 1,5
7 CADA-E MP, 2, 6
8 D EC,7

9 -D SD, 3,4
10 DA D IC, 8,9

11 —=-A Abs, 5-10
12 A EN, 11

Por la estrategia de Reduccion al Absurdo, queda demostrada la validez del argumento
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[1.00p] Ejercicio 3.

3.1. (0.58p) Estudia la validez del siguiente argumento por el método de la Tabla de Verdad. Explica el resultado.
P 1 B—5CAN—-A
P,: -BV(C <+ A

Q: Av-C

3.2. (8.50p) Demuestra la validez del siguiente argumento por el método del Contraejemplo. Explica los pasos que realices y

el resultado.

Pli_\A\/_'B
P,.C—AN-D
P;:-D— —-F
P4:—\C
Q:—-BV-FE
SOLUCION
3.1.
A|B|C|-A|-B | -C CA “BvC| PI:B—-CA P2:-BvC—~A | Q:Av-C
“A “A
VIVIV] F F F F \% F V Vv
ARY FIF |V F F F F Vv
VIF|IV] F \% F F \%
VI|F F \ \% F \
VIV]|V F F \% \%
\% \ F \% F F F \% \%
FIV|IV ]|V F \% \% V F F
F V|V \% F \ \% F \%

A la vista de la tabla de verdad obtenida, se observa que soélo existen 2 interpretaciones (filas 3 y
4) en las que las premisas son verdaderas y en ambos casos la conclusion es verdadera.
Por tanto, el argumento es correcto, porque siempre que las premisas P1y P2 son verdaderas,

la conclusion también lo es.



3.2.

A|B|C|D|E| P1:7Av-B P2:C->AA P3:"D—--E (P4:7C | Q:"Bv-E
=D

V V V V F

El método del contraejemplo parte de premisas verdaderas y conclusion falsa.

Si empleando este supuesto llegamos a una contradiccion, esta situacién no se podra dar,
con lo que el argumento sera correcto.

Si por el contrario, llegamos a una interpretacion que permite este resultado, esa
interpretacion sera un contraejemplo del argumento y por consiguiente éste no sera correcto.

B=V, E=V

Para que la conclusion sea F, B=V, E=V

Vv Vv c=Vv

Para que P4=V, obligatoriamente C=F

F

Para que P3=V, como E=V, "E=F, entonces D=V

\Y

Para que P2=V, como C=F y D=V, no se necesita ningun valor obligatorio de A

Para que P1=V, como B=V, entonces A tiene que ser F

F

Por tanto, la interpretacion { A=F; B=V; C=F; D=V; E=V } es un contraejemplo para el
argumento, pues con dichos valores de las variables las premisas son verdaderas y la
conclusion falsa

De esta forma, partiendo de premisas verdaderas y conclusion falsa, se ha llegado a una
interpretacion contraejemplo, por lo que el argumento NO es correcto.
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[1.50p] Ejercicio 4.

4.1. (0.50p) Sea Mi la matrizampliada del sistema Az = b. Para resolver el sistema hemos aplicado Gauss y al obtener una
matriz escalonada de My hemos deducido que el sistema es compatible indeterminado. ;Por qué hemos llegado a esa

conclusién?

4.2. (0.50p) Sea My otra matriz ampliada que hemos escalonado por Gauss. Sabiendo que el sistema original de My s

incompatible. i Qué podemos afirmar sobre los valores a1, a2y a3 ?

1 00 -2 2
1 2
M, |00 3
a1 0 0 a 1
0 00 0 as

4.3. (0.50p) Decide los valores reales para @1, @2Y @3 para que el sistema que representa My tenga, al menos, una solucion.

Representa la resolucién del sistema con las restricciones expuestas y escribe el vector solucién.

SOLUCION

4.1. Un sistema Ax = b es compatible indeterminado sélo si su matriz ampliada es equivalente por
filas a una matriz en forma escalonada o escalonada reducida por filas en la cual:

e no existe ninguna fila del tipo [0,0,...0 | b], b # 0

e el numero de 1s principales es menor que el numero de incégnitas

4.2. Para que el SEL asociado a la matriz ampliada [A | b] sea incompatible, podrian darse dos
opciones:

e que el parametro a; sea distinto de cero.

e que los parametros a, y a, sean iguales a 0

4.3. Tomamos por ejemplo los valores a,=0, a,=1, a;=0

Asi,



M, =

oS O O =

o O O O

o O = O
=

O = N DN

Con dichos valores, M2 esta escalonada sin necesidad de realizar ninguna operacién elemental
de fila.

De esta forma, se trata de un sistema compatible indeterminado con 1 parametro, x,,
correspondiente a la columna que no tiene 1 principal.

Asi, el sistema correspondiente a M, equivalente al original quedaria:
X1 =-2X4 =2 => X, =2X,+2=4

Xg+ 33X =2 => X3 = -3x,+2=-1

X, =1

El vector solucion tendria la estructura:

(X15X27 X3! X4)=(4! X2: _1, 1)=
=%,(0,1,0,0)+ (4,0 -1,1)
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[1.58p] Ejercicio 5.
5.1. (0.50p) Escribe los tres tipos de operaciones por fila que se pueden aplicar a cualquier matriz A = ajj] (man)
Explica cémo se obtiene una matriz elemental E a partir de cada tipo de operacién y escribe 1 ejemplo de cada una,

Ei,i=1,2,3  de tamafio 3x3.
5.2.(0.56p) Consigue 3 matrices elementales Fi; © = 1,2,3 de tamafio 3x3 a partir de las siguientes operaciones por filas:

E,: F3+ F3+ (—2)F2
Es: F; + 3F;
E3: F3 — Fy

5.3.(0.58p) Sesupone que para una matriz A = la] (nzn) y las matrices elementales Ei,i=1,2,3 ge verifica que
Es-Ey-Ei-A=1(1).
A partir de la expresién (1) escribe la expresién algebraica que representan el cdlculo de las matrices A y AL Explica los pasos

que realices.

SOLUCION

5.1.

Para una matriz A = [a;] (mxn) los tres tipos de operaciones por fila son:
Fi~F; Fi—aF; F, < F+fF,

Una matriz elemental es una matriz (nxn) (la denotaremos por E) que se consigue a partir de
efectuar sélo una operacion elemental sobre una fila en la matriz identidad | (nxn)

Por ejemplo, para l;:

1 00
Ei=1[0 0 1

0 10 por aplicacion de la operacién elemental F; < F;, a 3

2 00
Ey,=10 1 0
0 0 1 por aplicaciéon de la operacion elemental F, < 2F,a |,

1 -2 0
Es=l0 1 0
0 0 1] poraplicacién de la operacién elemental Fy — F,+(-2)F, a |,



5.2.

1 0
E, = 1 0
0 -2 1 por aplicacién de la operacion elemental F; < F3+(-2)F; a |,
"3 07
E,=1(0 1 0
_0 0 1_ por aplicacion de la operacion elemental F, <— 3F; a I,
[1 0 O]
E; = 0 1
_O 1 0_ por aplicacion de la operacion elemental F; < F, a |5

5.3.

A partir de (1) y teniendo en cuenta que toda matriz elemental tiene inversa obtenemos las
expresiones algebraicas con las que se pueden calcular las matrices Ay A™". Luego:

Es - Ey-E-A=1
E;''Ey-Ey-Ey-A=E;'"I = Ey-E-A=E;"'-1
E,'.Ey-Ey,-A=E," E;' -1 = E-A=E,' " E;'.I
E'“E,-A=E'E'E'' 1 = A=E"'"E'"E"'1I
psi, A= BBy E;
También, de la expresion (1) podemos obtener:
E3;-Ey-E1-A-A'=1-A1'—= E;.E,-E;= A

Asi A'=FE;-Ey-E
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[1.50p] Ejercicio 6.

6.1. (0.50p) Dado

3
S = {(:El,.’Ez,.’Eg)/iL'l T3 = 0} e R
Demuestrasi S es o no un subespacio vectorial de R3. Justifica tu respuesta.

6.2. (1.00p) Sea

Obtén la base y dimension de los subespacios Fila, Columna y Nulo de A.

6.1.

e Para que S sea subespacio vectorial de R3, debe cumplir las siguientes propiedades:
o Elvector nulo pertenecea S,0 € S
O au €S, VuesS a€ER
o u+veSsS vVuyvesS

a) (0,0,0) € Syaquesi x =x,=0,x-x,=0, luego el vector nulo pertenece a S

b) Sea u = (xl, xz,x3) € S, hay que demostrar que au € S

ou = oc(xl, xz,x3) = (ocxl, ax, ax3)
Hay que demostrar que ax -ax, = 0
2 2
X o, =X X, = A -0 =0 yaquex -x, = 0 porqueu € S

Por tanto, queda demostrado.
c) Seau = (xl, xz,xS), v = (yl, yz,y3) € S, hay que demostrarqueu + v € S

wtv= (o, x,x) 0L,y =0y, Xy, )
Hay que demostrar que (x, +¥,) - (x, +¥,) = 0
(x1 + y1) . (x3 + y3) = XX, + XY, + VX, + Y Y,

XX, = 0y VY, = 0 porque u,v € S. Por tanto,

X Xy T X Yy ¥ Y X H Y Yy T X YTy X
Y no se puede asegurar que dicha suma sea igual a 0, porque por ejemplo, tomando

u=(1,1,0),v=(0,0,1) €S (yaqueenu 1-:0=0yenv0-1=0)



Pero u +v=(1,1,1)¢S porque 1-1# 0.
Es decir, se pueden encontrar muchos ejemplos de pares de vectores pertenecientes a S cuya
suma no pertenece a S.

Por tanto, S NO es subespacio vectorial de R3.

6.2.

e Espacio Fila
Las filas de A consideradas como 2 vectores de R® generan un subespacio de R®llamado Subespacio
fila de A (Fil A).

Una base de Fil A esta formada por las filas de A que en la reducida tiene 1’s principales.

Por tanto, hay que obtener la reducida de A:

aplicando F2 < (—=1/9)F
s
Al = 7
0 0 1] aplicando Fi < Fi — TF,
[1 —5 0]
A2 = o o 1)~ rref(A)

Por tanto, las filas que tienen un 1 principal en la reducida de A son las filas 1y 2.
Asi, FilA = Env{(1,-5,7),(0,0,-9)} y DimFilA = 2

e Espacio Columna
Las columnas de A consideradas como 3 vectores de R? generan un subespacio de R? llamado
Subespacio columna de A (Col A).

Una base de Col A esta formada por las columnas de A que en la reducida tiene 1’s principales.

Del resultado de rref(A) obtenido anteriormente, se deduce que las columnas que tienen un 1 principal
en la reducida de A son las columnas 1y 3.

Asi, Col A = Env{(1,0),(7,-9)} y DimCol A = 2
e Espacio Nulo
El subespacio Nulo de A coincide con el conjunto de las soluciones del sistema homogéneo Ax=0.

Del resultado de rref(A) obtenido anteriormente, x,=5x, y x;=0.
Asi, las soluciones de Ax=0 tendrian la forma (5x,, X, , 0) = x, (5,1,0)

Asi, Nul A = Env{(5,1,0)} y DimNulA =1




Universitat d’Alacant ,
"— Universidad de Alicante MATEMATICAS 1. Grapos EN INGENIERIA EN INFORMATICA E INFORMATICA Y ADE

MaRrTes 5 pE Jutio pe 2022

Alumn@ Profesor

DNI

[1.50p] Ejercicio 7. Sea
3 0 -2
A=10 3 a
b ¢ d

7.1.(0.25p) Determinalosvaloresde a , b, ¢ y d paralosque A essimétricay tiene suma constante por filas.

7.2.(8.50p) Teniendo en cuenta dichos valoresde a , b, ¢ yd , obtén los valores propios de A y calcula sus multiplicidades

algebraicas.

7.3.(0.75p) Elige uno de los valores propios del apartado anterior y calcula un vector propio asociado, comprobando el

resultado obtenido.

71.

a

d

En primer lugar a = -2 para que en la 2da fila se mantenga la suma constante por filas (en la 1ra,
3-2=1).

Después, b = -2 y ¢ = -2 para que sean simétricas las filas 1 y 2 con sus respectivas columnas.

Y por ultimo, d = 5 para mantener la suma constante por filas (-2-2+5=1) y la simetria de la 3ra
fila (con su respectiva columna).

Asi,
3 0 -2
A=10 3 -2
-2 -2 5

7.2. Para calcular los valores propios de A, primero hay que obtener el polinomio caracteristico:

ay = | A = AL |
3—A 0 -2
gaAD) =] 0 3-Xx -2 |=
-2 -2 5—X\

= (3-21)(3-1) (5-1)-(-2) (-2) (3-2)-(-2) (-2)(3-2) =



(3-1)(3-1)(5-1) -4(3-1) -4(3-1) =

(3-1) (3-1)(5-1) -24 + 8\ =

(9-6A+A%) (5-1) -24 + 8\ =
(45-9A-30A+6A%+52%-2%) -24 +81 = -A3+11A*-312A+21

Aplicando la regla de Ruffini al polinomio resultante se obtienen sus raices, que se corresponden

con los valores propios de A:
| -1 11 -31 21
3 | -3 24 -21

7 | -7 7
a1 e
(. -1
__:;___é __________
Asi Oagy = | A = AT | = -2°+112*-312+21 = (A-3) (A-7) (A-1)

Por tanto, los valores propios son:
e ), = 3 ,con multiplicidad algebraica1 (ma(3)=1)
e 1, 7 , con multiplicidad algebraica 1 (ma(7)=1)
o 1, 1 , con multiplicidad algebraica1 (ma(1)=1)

Se verifican las propiedades de traza y determinante de A, pues
e tr(A) = 3+3+5 = 11, ylasuma de los valores propios es 3+7+1 = 11
e det(A) = 21,y el producto de los valores propioses 3-7-1 = 21

7.3.

e Para)l, = 3 ,seresuelve el sistema homogéneo[ A - AI ]x = 0
Asi, se resuelve el sistema [ A - 3I ]x = 0

[ 86 0 -2][x, 1 [0]
[ A-3I]x=0=] 0 8 -2][x1=189]
[ 2 -2 2] [x]1 [0]

Para resolver el sistema se obtiene la reducida de A-3I por Gauss-Jordan:

[ @ ©-2]1 F1=F3 [ -2 -2 2] F1=(-1/2)F1 [ 1 1 -1 ]
[ 0 0 -2 ] [ 0 8 -2 ] [ 0 8 -2 ]

F2=(-1/2)F2
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[ -2 -2 2] [ e o -2 ] [ o 0 -2 ]
[ 1 1 -11 F1=F1+F2 [1 1 0]
[ 6 8 1] [0 o 1]
[ @ @ 1] F3=F3-F2 [ 0 o]
- 2 unos principales, 1 parametro (x,) -
Por tanto, la solucién del sistema viene dada por las ecuaciones:
X, + X, =0 => X = =X,
X; =0
De esta forma, los vectores solucion del sistema tienen la forma:
(_XZI Xy e) = X2(_1 ) 1 ) e)
Asi, el subespacio propio asociadoa A, = 3 es:
EA()\1) = Env{(_1l 1! 0)}
Un vector propio asociadoa A,= 3 seria u = (-1, 1, 0)
Para comprobarlo, hay que ver si se cumple que A-u = A -
[ 3 e-2][-1] [-3]
A-u=][ 0 3-21[ 11=1 31
[ 2-2 5] o] [ o]
[ 11 [ -31
A cu=3-[ 11=1[ 31
[ e] [ o]
e Paral, = 7 ,seresuelve el sistemahomogéneo[ A - AI ]x = ©
Asi, se resuelve el sistema [ A - 7I ]x = 0
[ -4 e -2][x] [6e]
[A-7I IJx=06=] 0-4-2]1[x,]=1[68]
[ 2-2-2][xs] [6]

Para resolver el sistema se obtiene la reducida de A-7I por Gauss-Jordan:

F3=(-1/2)F3



[ -4 6 -2 ] F1=F3 [ -2 -2 -2 ] F1=(-1/2)F1 [ 1 1 1
[ 0 -4 -2 ] [ 0 -4 -2 ] [ 0 -4 -2
[ -2 -2 -2 ] [ -4 0 -2 ] [ -4 0 -2
[ 1 1 1] [1 1 1 ] [ 1 1
[ 0 -4 -2 ] F2=(-1/4)F2 [0 1 1/2 ] [0 11
[ 0 4 2] [ 4 2 ] F3=F3-4F2 [0 ©
F1=F1-F2 [ 1 0 1/2 ]
[0 1 1/2 ]
[6 06 0 ]

- 2 unos principales, 1 parametro (x;) -

Por tanto, la solucion del sistema viene dada por las ecuaciones:
X, + 1/2x; = 0 => X, = -1/2x,
X, + 1/2x; = 0 => X, = =-1/2x,

De esta forma, los vectores solucidon del sistema tienen la forma:
(=1/2x;3 , =-1/2x; , X3) = x3(-1/2 , -1/2 , 1)
Asi, el subespacio propio asociadoa A, = 7 es:
E,(X,) = Env{(-1/2, -1/2, 1)}

Un vector propio asociadoa A,= 7 seria u = (-1, -1, 2)

Para comprobarlo, hay que ver si se cumple que A-u = A -u

[ 3 6-2]1[-1] [-71
A-u=1[ 0 3-21[-1]1=1-71
[ 2-2 5] 21 [14]

[ 11 [ -7 1

A cu=7-[-1]1=1-71

[ 2] [14]

e Paral,; = 1 ,seresuelve el sistemahomogéneo[ A - AI ]x = ©
Asi, seresuelveelsistema [ A - I ]Jx = ©

0 -211[x ] I
2-2]1[x1]-=I
241 01x1 [60]

[ 0
[ A-1I]x=20 =] ]
[_

N © N
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Para resolver el sistema se obtiene la reducida de A-I por Gauss-Jordan:

2 0-2] F1=F3 [ -2 -2 4] F1=(-1/2)F1 [ 1 1 -2
0 2 -2 ] [ & 2 -2] [0 2 -2
2 -2 4] [ 2 @ -2 ] [ 2 o -2
1 1 -2 ] [1 1 -2] [1 1 -2
@ 2 -2 ] F2=1/2F2 [0 1 -1 ] [0 1 -1
0 -2 2] [ @ -2 2] F3=F3+2F2 [0 0 o
1 0 -1 ]
0 1 -1 ]
e 0 0]

- 2 unos principales, 1 parametro (x;) -

Por tanto, la solucién del sistema viene dada por las ecuaciones:

X; = X3 = 0 => X; = X3
XZ_X3=0=>XZ=X3

De esta forma, los vectores solucion del sistema tienen la forma:

(X3; X3 , X3)=X3(1 ’ 1 ’ 1)

Asi, el subespacio propio asociadoa A; = 1 es:

EA(}\3) = EnV{(1, 1; 1)}

Un vector propio asociadoa Ay= 1 seria u = (1, 1, 1)

Para comprobarlo, hay que ver si se cumple que A-u = A -u

[ 3 e-21[11 [1]

u=[ @ 3-2]1-[1]=1]1]

[ -2-2 5111 [1]
[1]1 [1]
u=1-[1]=1[1]
[1]1 [1]

]
]
]

]
]
]

F3=F3-2F1

F1=F1-F2



